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Re´sume´
Cette note re´pond a` une question pose´e par Reynald Lercier a` propos des algorithmes de
calcul de logarithmes discrets.
´Etant donne´ un corps re´siduel fini k, on recherche une base de friabilite´ de k∗ qui soit sta-
bilise´e par l’action du groupe des automorphismes de k. Nous construisons des repre´sentations
originales de certains corps finis, qui admettent de telles bases. Ce travail vise a` perfectionner
les algorithmes de calcul du logarithme discret. On traite le cas de la codimension un (crible
line´aire) et de la codimension deux (crible alge´brique).
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1 Pre´sentation
Dans ce travail nous e´tudions l’existence de bases de friabilite´ invariantes par l’action de
Galois pour les corps finis. On sait que de telles bases acce´le`rent le calcul des logarithmes dis-
crets. Nous rappelons cette observation de Joux et Lercier dans la section 2 et donnons un pre-
mier exemple dans la section 3. Dans la section 4 nous rappelons les rudiments des the´ories de
Kummer et Artin-Schreier, qui produisent tous les exemples utilise´s a` ce jour de bases Galois in-
variantes de friabilite´. Nous montrons dans la section 5 que seules les extensions de Kummer et
Artin-Schreier admettent des drapeaux d’espaces line´aires invariants par l’action de Galois. Dans
la section 6 nous de´crivons le cadre, plus ge´ne´ral, de notre e´tude : la spe´cialisation d’isoge´nies
entre groupes alge´briques, et nous en de´duisons un premier exemple nouveau de base invariante
de friabilite´ dans la section 7. Nous montrons dans la section 8 que les isoge´nies entre courbes
elliptiques produisent une varie´te´ conside´rable de bases invariantes de friabilite´ lorque le degre´
du corps n’est pas trop grand.
Dans la section 9 nous rappelons le principe des algorithmes de cribles rapides, tels que le
crible alge´brique. Nous montrons dans la section 10 que notre approche est compatible avec ces
principes. Nous concluons par quelques questions et remarques sur les possibilite´s et les limites
de notre me´thode.
2 Une question souleve´e par Joux et Lercier
Rappelons le principe d’un algorithme simple pour calculer des logarithmes discrets dans le
groupe multiplicatif d’un corps fini Fq avec q = pd.
Le corps fini Fq est vu comme corps re´siduel k = Fp[X ]/A(X) avec A(X) ∈ Fp[X ] po-
lynoˆme unitaire irre´ductible de degre´ d. On note x = X mod A(X).
Si n est un entier tel que 0 ≤ n ≤ d− 1 on note Ln ⊂ Fq le Fp-espace vectoriel engendre´ par
1, x, . . ., xn.
Ainsi L0 = Fp ⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Ld−1 = Fq et La × Lb ⊂ La+b si a+ b ≤ n− 1.
On construit, par divers moyens, des relations multiplicatives entre e´le´ments de Lκ ou` κ est
entier κ bien choisi. Par exemple, pour κ = 1, les relations recherche´es sont de la forme
∏
1≤i≤I
(ai + bix)
ei = 1 ∈ Fq (1)
ou` les ai et bi sont dans Fp.
On accumule de telles relations jusqu’a` obtenir une base du Z-module des relations entre les
e´le´ments de Lκ.
Comment trouve-t-on des relations de type 1 ? Supposons encore que κ = 1. La forme la plus
simple du crible choisit des triplets (ai, bi, ei) au hasard et calcule le reste r(X) de la division
euclidienne de
∏
i(ai + biX)
ei par A(X). Donc
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r(X) ≡
∏
i
(ai + biX)
ei mod A(X)
ou` r(X) est un polynoˆme plus ou moins ale´atoire de degre´ ≤ d− 1.
On espe`re que r(X) se de´compose en produit de polynoˆmes de degre´ plus petit que κ = 1.
Donc r(X) =
∏
j(uj + vjX)
fj et on obtient la relation
∏
i
(ai + bix)
ei
∏
j
(uj + vjx)
−fj = 1
qui est bien du type cherche´.
On dit que Lκ est la base de friabilite´.
Joux et Lercier notent dans [3] que s’il existe un automorphisme a de Fq tel que a(x) = ux+v
avec u, v ∈ Fp, alors l’action de a sur l’e´quation 1 produit une autre e´quation du meˆme type.
Comme l’efficacite´ des algorithmes de calcul du logarithme discret de´pend du nombre d’e´qua-
tions de type 1 que l’on peut produire en un temps donne´, on souhaite savoir quand de tels
automorphismes providentiels existent.
On se demande aussi comment ge´ne´raliser cette observation.
Notons que a n’agit pas seulement sur les e´quations (produits) mais aussi sur les “inconnues”
ou pour mieux dire sur les facteurs ai+bix. Aussi, plutoˆt que d’augmenter le nombre d’e´quations,
on peut dire que l’action de a permet de diminuer le nombre d’inconnues (ou de facteurs dans la
base de friabilite´).
En effet si a est la puissance α-ie`me du Frobenius on obtient la relation gratuite
a(x) = xp
α
= ux+ v. (2)
On peut donc retirer ux+ v de la base de friabilite´ et le remplacer partout par xpα .
Ainsi, on ne conserve qu’un repre´sentant par orbite de l’action de Galois sur Lκ. Et la taille
du syste`me line´aire a` re´soudre s’en trouve divise´e par l’ordre du groupe engendre´ par a. Si a
engendre le groupe de Galois de Fq/Fp alors on a divise´ le nombre d’inconnues par d, le degre´
du corps fini Fq.
Notre pre´occupation dans ce texte est de chercher des mode`les pour les corps finis, dans
lesquels les automorphismes respectent la forme particulie`re de certains e´le´ments ou` de certaines
formules.
Par exemple, si le corps fini est pre´sente´ comme ci-dessus, les e´le´ments sont donne´s comme
des polynoˆmes en le ge´ne´rateur x. Tout e´le´ment z du corps fini a un degre´ : c’est le plus petit
entier k tel que z ∈ Lk. Le degre´ de a0 + a1x + · · ·+ akxk est donc k pourvu que 0 ≤ k < d et
ak 6= 0.
Le degre´ est sous-additif deg(z × t) ≤ deg(z) + deg(t).
La question pose´e revient a` se demander si ce “degre´” est pre´serve´ par les automorphismes
de Fq.
On observera que l’inte´reˆt de la fonction degre´ sur Fq dans le cadre des algorithmes de cribles
tient aux proprie´te´s suivantes :
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– le degre´ est sous-additif (et meˆme assez souvent il est additif) : le degre´ du produit de deux
e´le´ments est la somme des degre´s des deux facteurs, pourvu que cette somme soit < d.
– le degre´ permet de repartir agre´ablement les e´le´ments de Fq : il y a qn e´le´ments de degre´
< n si n ≤ d.
– on dispose d’un algorithme de factorisation qui permet de de´composer aise´ment certains
e´le´ments de Ld−1 = Fq en produits d’e´le´ments de degre´ plus petit qu’un κ donne´. La
densite´ dans Fq de ces e´le´ments (dits κ-friables) n’est pas trop faible.
Dans cet article on part a` la recherche de fonctions “degre´” sur les corps finis avec une
exigence supple´mentaire : on veut que le degre´ soit invariant par action de Galois.
3 Un premier exemple
Voici un premier exemple donne´ par Joux et Lercier :
Ici p = 43 et d = 6 donc q = 436 et on choisit A(X) = X6− 3 qui est bien irre´ductible dans
F43[X ]. Donc Fq est repre´sente´ comme corps re´siduel k = F43[X ]/X6 − 3.
On ve´rifie que p = 43 est congru a` 1 modulo d = 6 donc
φ(x) = x43 = (x6)7 × x = 37x = ζ6x
ou` ζ6 = 3
7 = 37 mod 43 est une racine sixie`me primitive de l’unite´.
Le Frobenius φ engendre bien suˆr tout le groupe de Galois. On peut donc diviser par 6 la
taille de la base de friabilite´.
Dans le deuxie`me exemple fourni par Joux et Lercier (issu de XTR de type T30) on a p =
370801 et d = 30 avec A(X) = X30 − 17. Cette fois p est congru a` 1 modulo d = 30 donc
φ(x) = xp = x30×12360 × x = ζ30x
avec ζ30 = 17
12360 mod p = 172960 mod p.
Cette fois, on peut diviser par 30 le nombre d’inconnues.
On est ici dans le cadre de la the´orie de Kummer. Nous donnerons donc quelques rappels sur
cette the´orie, qui classifie les extensions cycliques de Fp de degre´ d divisant p − 1. La the´orie
d’Artin-Schreier est le pendant de la the´orie de Kummer pour les p-extensions cycliques en
caracte´ristique p et nous la pre´senterons aussi. Nous allons buter tre`s vite sur les limitations de
ces deux the´ories.
Il sera temps alors de conside´rer la situation plus ge´ne´rale d’un groupe alge´brique muni d’un
automorphisme rationnel d’ordre fini.
4 The´ories de Kummer et Artin-Schreier
Il s’agit de classifier les extensions cycliques de degre´ d d’un corps K de caracte´ristique p
dans les deux cas les plus simples :
– Kummer : si p est premier a` d et K contient une racine primitive d-ie`me de l’unite´ ;
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– Artin-Schreier : si d = p.
Selon la the´orie de Kummer, si p est premier a` d et K contient une racine primitive de l’unite´,
alors les extensions cycliques de degre´ d sont radicielles. Elles se construisents avec des racines.
On conside`re r un e´le´ment du groupe K∗/(K∗)d (que l’on identifie avec un repre´sentant dans
K
∗) et on lui associe le corps L = K(r 1d ).
Cette expression sous-entend que K est plonge´ dans une cloˆture alge´brique K¯ et r 1d est l’une
quelconque des racines de l’e´quation Xd = r dans K¯.
On observe que l’application x 7→ xd de´finit un e´pimorphisme de groupe de K¯∗ multiplicatif
sur lui-meˆme. Le noyau de cet e´pimorphisme est le groupe des racines d-ie`mes de l’unite´. Les
racines r 1d ne sont que les ante´ce´dents de r par cet e´pimorphisme.
Le corps K(r 1d ) n’est pas toujours isomorphe a` l’alge`bre K[X ]/Xd− r. Il l’est lorsque r est
d’ordre d dans le groupe K∗/(K∗)d.
`A l’extre`me oppose´, si r est dans (K∗)d alors K[X ]/Xd − r est que le produit de d corps
isomorphes a` K.
Revenons au cas ou` r est d’ordre d. L’extension L/K de degre´ d est galoisienne car posant
s = r
1
d il vient
Xd − r = (X − s)(X − sζd)(X − sζ2d) . . . (X − sζd−1d )
ou` ζd est une racine primitive d-ie`me de l’unite´.
Le groupe de Galois de L/K est forme´ des transformations de la forme
ak : s 7→ sζkd
et l’application k 7→ ak est un isomorphisme du groupe Z/dZ vers Gal(L/K).
Si l’on veut e´viter de distinguer une infinite´ de cas, selon que r est d’ordre petit ou grand
dans K∗/(K∗)d, on proce`de comme dans Bourbaki [1, A V.84].
Plutoˆt que de prendre un e´le´ment de K∗/(K∗)d on choisit un sous-groupe H de K∗ contenant
(K∗)d et on forme l’extension K(H 1d ) en prenant toutes les racines d-ie`mes des e´le´ments de H .
`A tout e´le´ment a de Gal(K(H 1d )/K) on associe alors un homomorphisme κ(a) de H/(K∗)d
vers le groupe µd des racines d-ie`mes de l’unite´. L’homomorphisme κ(a) est de´fini par
κ(a) : θ 7→ a(θ
1
d )
θ
1
d
ou` θ
1
d est l’une des racines d-ie`mes de θ (mais on doit bien suˆr prendre la meˆme au nume´rateur
et au de´nominateur !)
La correspondance a 7→ κ(a) est un isomorphisme du groupe de Galois
Gal(K(H
1
d )/K)
vers le groupe des homomorphismes Hom(H/(K∗)d, µd).
Cela revient a` caracte´riser un automorphisme a par la manie`re dont il agit sur certains radi-
caux.
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Cette pre´sentation de la the´orie de Kummer construit les extensions abe´liennes de K d’expo-
sant divisant d.
Dans le cas qui nous inte´resse le corps K = Fq est fini. Tout sous groupe H de K∗ est
cyclique. Pour avoir µd dans K on doit supposer que d divise q − 1. On note q − 1 = md. Le
groupe (K∗)d a pour cardinal m. Le quotient K∗/(K∗)d est cyclique d’ordre d donc il est naturel
de choisir H = K∗ (on ne peut mieux faire.)
On en de´duit qu’il existe une unique extension cyclique L de degre´ d, engendre´e par une
racine d-ie`me d’un ge´ne´rateur r de K∗.
Soit donc s = r 1d et L = K(s). Le groupe de Galois Gal(L/K) est engendre´ par le Frobenius
φ et l’action de φ sur s est donne´e par φ(s) = sq donc
φ(s)
s
= sq−1 = ζ = rm
ou` ζ est une racine d-ie`me de l’unite´ qui de´pend de r. La correspondance r 7→ ζ est un isomor-
phisme du groupe K∗/(K∗)d sur le groupe µd qui n’est autre que l’exponentiation par m.
Revenant au premier exemple on a q = p = 43, p − 1 = 42, d = 6, m = 7, r = 3 et
φ(s)
s
= rm = 37 mod 43.
On voit imme´diatement les limites de cette construction : elle requiert la pre´sence de racines
d-ie`mes primitives de l’unite´ dans K.
Si ces racines font de´faut, on doit recourir a` d’autres moyens pour construire des extension de
corps cycliques. Les automorphismes des extensions construites par ces me´thodes plus ge´ne´rales
ne semblent pas souffrir une pre´sentation aussi simple que dans la the´orie de Kummer.
On peut par exemple passer par une extension auxiliaire K′ = K(ζd) de K, qui peut eˆtre
he´las tre`s grande. On applique alors la the´orie de Kummer a` cette grosse extension et on obtient
une extension L′/K′ cyclique de degre´ d. La descente de cette extension se fait par des moyens
alge´briques (resolvantes) peu compatibles avec les exigences formule´es dans la section 2. On
pourra voir [6, Chapitre III.4]. Nous n’explorerons donc pas cette piste.
On re´sume maintenant la the´orie d’Artin-Schreier.
Selon cette the´orie, si p est la caracte´ristique de K alors toute extension cyclique de degre´ p
est engendre´e par les racines d’un polynoˆme de la forme
Xp −X − a = ℘(X)− a = 0
ou` a ∈ K et ou` l’expression ℘(X) = Xp −X semble jouer ici un roˆle assez comparable a` celui
de Xn dans la the´orie de Kummer.
On observe en effet que l’application x 7→ ℘(x) de´finit un e´pimorphisme de groupe de
K¯ additif sur lui-meˆme. Le noyau de cet e´pimorphisme est le groupe additif du corps premier
Fp ⊂ K¯.
On conside`re a un e´le´ment du groupe additif K/℘(K) (que l’on identifie avec un repre´sentant
dans K) et on lui associe le corps L = K(℘−1(a)).
Ici encore on sous-entend que K est plonge´ dans une cloˆture alge´brique K¯. Alors L est le
sous-corps de K¯ engendre´ par K et l’une quelconque des racines de l’e´quation ℘(X) = a.
Comme deux racines diffe´rent d’un e´le´ment du corps primitifFp, il importe peu de savoir laquelle
on a choisie.
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Ici encore, le corps K(℘−1(a)) n’est pas toujours isomorphe a` l’alge`bre K[X ]/Xp −X − a.
Il l’est lorsque a est non nul dans K/℘(K). Sinon, K[X ]/Xp −X − a est le produit de p corps
isomorphes a` K.
On suppose donc que a est non-nul donc d’ordre p dans K/℘(K). L’extension L/K de degre´
p est galoisienne car posant b = ℘−1(a) il vient
Xp −X − a = (X − b)(X − b− 1)(X − b− 2) . . . (X − b− (p− 1)).
Le groupe de Galois est forme´ des transformations de la forme
ak : b 7→ b+ k
et l’application k 7→ ak est un isomorphisme du groupe Z/pZ vers Gal(L/K).
Si l’on veut maintenant construire toutes les extensions abe´liennes de K d’exposant p, on suit
Bourbaki [1, A V.88]. On conside`re un sous-groupe H de (K,+) contenant ℘(K) et on forme
l’extension K(℘−1(H)).
`A tout e´le´ment a de Gal(K(℘−1(H))/K) on associe alors un homomorphisme κ(a) de
H/℘(K) vers le groupe additif Fp du corps premier. L’homomorphisme κ(a) est de´fini par
κ(a) : θ 7→ a(℘−1(θ))− ℘−1(θ)
ou` ℘−1(θ) est l’un des ante´ce´dents de θ par ℘ (et bien suˆr on doit prendre le meˆme dans le premier
et dans le second terme de la diffe´rence.)
La correspondance a 7→ κ(a) est un isomorphisme du groupe de Galois
Gal(K(℘−1(H))/K)
vers le groupe des homomorphismes Hom(H/℘(K),Fp).
Dans le cas qui nous inte´resse le corps K = Fq est fini de caracte´ristique p. On pose q = pf .
Le morphisme
℘ : Fq → Fq
a pour noyau Fp donc le quotient Fq/℘(Fq) est d’ordre p.
Il existe donc une seule extension L de degre´ p de Fq et elle est engendre´e par b = ℘−1(a)
avec a ∈ Fq − ℘(Fq).
Le groupe de Galois Gal(L/K) est engendre´ par le Frobenius φ et φ(b) − b appartient a` Fp.
La correspondance a 7→ φ(b)− b est un isomorphisme du groupe K/℘(K) sur le groupe additif
Fp.
On se demande s’il est possible de rendre plus explicite cet isomorphisme.
On a φ(b) = bq ou` q = pf est le cardinal de K = Fq. Donc
φ(b)− b = bq − b = (bp)pf−1 − b = (b+ a)pf−1 − b
car ℘(b) = bp − b = a.
Donc bpf − b = bpf−1 − b+ apf−1 . En ite´rant il vient
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φ(b)− b = bpf − b = a+ ap + ap2 + · · ·+ apf−1.
Ainsi l’isomorphisme du groupe K/℘(K) sur le groupe additif Fp n’est autre que la trace
absolue.
Exemple : on choisit p = 7 et f = 1 donc q = 7. La trace absolue de 1 est 1 donc on
pose K = F7 et A(X) = X7 − X − 1 et on construit L = F77 = F7[X ]/A(X). On note
x = X mod A(X).
On a φ(x) = x+ 1.
5 Sous-espaces line´aires invariants d’une extension cyclique
On rappelle que la question pose´e dans la section 2 revient a` se demander s’il existe des
automorphismes qui respectent une certaine base de friabilite´.
On a vu dans l’introduction que les bases de friabilite´ sont forme´es ordinairement a` l’aide
d’un drapeau d’espaces vectoriels.
On se demande donc si, pour une extension cyclique L/K donne´e, il existe des K-sous-
espaces vectoriels de L invariants par le groupe de Galois de L/K.
Supposons que L = K[X ]/Xd − r est une extension de Kummer et pour tout entier k entre
0 et d− 1 notons
Lk = K⊕Kx⊕ · · · ⊕Kxk
le K-sous-espace vectoriel engendre´ par les k+ 1 premie`res puissances de x = X mod Xd − r.
Les Lk sont globalement invariants par l’action de Galois car si a est un
K-automorphisme de L alors il existe une racine d-ie`me de l’unite´ ζ ∈ K telle que
a(x) = ζx
et a(xk) = ζkxk.
On a donc un drapeau de K-espaces vectoriels
K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ld−1 = L
qui est respecte´ par l’action de Galois. Donc le “degre´” est respecte´ par cette action.
C’est tre`s exactement ce qui se produit dans les deux exemples de la section 2 : le “degre´”
des e´le´ments du corps fini est respecte´ par l’action de Galois. Donc si la base de friabilite´ est
constitue´e par tous les polynoˆmes irre´ductibles de degre´≤ κ alors elle est globalement invariante
par l’action de Galois.
Supposons maintenant que L = K[X ]/Xp − X − a est une extension d’Artin-Schreier et
pour tout entier k entre 0 et p− 1 notons
Lk = K⊕Kx⊕ · · · ⊕Kxk
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le K-sous-espace vectoriel engendre´ par les k + 1 premie`res puissances de x = X mod Xp −
X − a.
Les Lk sont globalement invariants par l’action de Galois car si a est un K-automorphisme
de L alors il existe une constante c ∈ Fp telle que
a(x) = x+ c
et donc
a(xk) = (x+ c)k =
∑
0≤ℓ≤k
(
k
ℓ
)
ck−ℓxℓ.
On a donc encore un drapeau de K-espaces vectoriels
K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lp−1 = L
qui est respecte´ par l’action de Galois.
Attention ! Cette fois, l’action de Galois n’est pas diagonale mais seulement triangulaire.
Notons que pour les extensions de degre´ une puissance de p, la the´orie dite de Witt-Artin-
Schreier ge´ne´ralise la the´orie d’Artin-Schreier. Et elle produit aussi un drapeau invariant de sous-
espaces vectoriels. On trouve au de´but de la the`se de Lara Thomas [7] des re´fe´rences et une
pre´sentation de cette the´orie.
On peut se demander si des drapeaux d’espaces line´aires invariants existent dans d’autres cas.
On suppose que L/K est une extension cyclique de degre´ d fini et premier a` la caracte´ristique
p. Soit φ un ge´ne´rateur de C =< φ >= Gal(L/K) le groupe de Galois. D’apre`s le the´ore`me de
la base normale [4, Theorem 13.1.] il existe un e´le´ment w de L tel que
(w, φ(w), φ2(w), . . . , φd−1(w))
soit une K-base de L.
On en de´duit que L muni de l’action deC est la repre´sentation re´gulie`re de ce groupe cyclique
d’ordre d sur le corps K.
Comme l’ordre d du groupe C est premier a` la caracte´ristique p de K, l’anneau K[C]
est semi-simple d’apre`s le the´ore`me de Maschke [4, Theorem 1.2.]. Cela signifie que toute
repre´sentation est somme directe de repre´sentations irre´ductibles. Autrement dit “tout se passe
comme en caracte´ristique ze´ro”.
Le polynoˆme caracte´ristique de φ sur le K espace vectoriel L est Xd−1 qui est un polynoˆme
se´parable sur K.
Il existe pour chaque K-facteur f(X) ∈ K[X ] de Xn− 1 un unique sous-espace irre´ductible
Vf ⊂ L invariant par φ et tel que la restriction de φ a` Vf admette f comme polynoˆme ca-
racte´ristique.
Tout sous-espace invariant par φ est somme directe de quelques Vf d’apre`s le lemme de Schur
[4, Proposition 1.1.].
Pour qu’il existe un drapeau complet de sous-espaces invariants par φ
9
K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ld−1 = L
avec Lk de dimension k, on doit avoir uniquement des facteur irre´ductibles de degre´ 1 dans
Xd − 1.
Alors K contient les racines primitives d-ie`mes de l’unite´ et on est dans le cadre de la the´orie
de Kummer.
Au passage, on a de´montre´ que le drapeau fourni par la the´orie de Kummer est unique a`
permutation pre`s. Plus pre´cise´ment, tout drapeau φ-invariant est de´termine´ par l’ordre choisi sur
les racines de l’unite´ (et donc sur les K[φ]-espaces irre´ductibles de L). Il y a d! tels drapeaux.
Le drapeaux produits par la the´orie de Kummer ont une proprie´te´ supple´mentaire : ils sont de
la forme
V1 ⊂ V1⊕Vζ ⊂ V1⊕Vζ⊕Vζ2 ⊂ · · · ⊂ V1⊕Vζ⊕Vζ2⊕· · ·⊕Vζn−2 ⊂ V1⊕Vζ⊕Vζ2⊕· · ·⊕Vζd−2⊕Vζd−1
ou` ζ est une racine primitive d-ie`me de l’unite´ et Vζ est VX−ζ l’espace irre´ductible associe´ au
facteur X − ζ de Xd − 1 ou, si l’on pre´fe`re, l’espace propre associe´ a` la valeur propre ζ de φ.
Parmi les d! drapeaux φ-invariants disponibles, il y en a φ(d) qui sont fournis par la the´orie de
Kummer. Ils correspondent aux φ(d) racines primitives d-ie`mes de l’unite´. Ces derniers drapeaux
jouissent d’une proprie´te´ multiplicative essentielle pour les applications envisage´es : si k ≥ 0 et
l ≥ 0 et k + l ≤ d− 1 alors
Lk × Ll ⊂ Lk+l.
La conclusion de cette section est donc assez ne´gative. Pour aller plus loin que la the´orie de
Kummer, il faudra se montrer moins exigeant.
6 Spe´cialisation d’isoge´nies entre groupes alge´briques
La the´orie de Kummer et la the´orie d’Artin-Schreier sont deux cas particuliers d’une situation
plus ge´ne´rale que nous allons de´crire maintenant et qui nous permettra de construire de nouveaux
exemples d’automorphismes agre´ables pour les corps finis.
Soit K un corps et G un groupe alge´brique commutatif. Soit T ⊂ G(K) un groupe fini de
points K-rationnels de G et soit
I : G→ H
l’isoge´nie quotient de G par T .
On note d le cardinal de T qui est aussi le degre´ de I .
On suppose qu’il existe un point K-rationnel a sur H tel que I−1(a) soit re´duit et irre´ductible
sur K. Donc tout point b tel que I(b) = a de´finit une extension L de degre´ d de K.
On note L = K(b) et on observe que l’origine ge´ome´trique de cette extension fournit des
K-automorphismes de L.
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Soit t un e´le´ment de T et notons⊕G l’addition dans le groupe alge´brique G et ⊕H l’addition
dans H.
On note 0G l’e´le´ment neutre de G et 0H celui de H.
Le point t⊕Gb ve´rifie
I(t⊕Gb) = I(t)⊕HI(b) = 0H⊕Ha = a.
Donc t⊕Gb est conjugue´ de b par l’action de Galois et on obtient tous les conjugue´s de b en
prenant tous les t dans T .
On a donc un isomorphisme entre T et Gal(L/K), qui a` tout t ∈ T associe l’automorphisme
re´siduel
b ∈ I−1(a) 7→ b⊕Gt.
Maintenant, si les formules ge´ome´triques pour la translation P 7→ P⊕Gt dans G sont
simples, on a obtenu une description agre´able du groupe de Galois de L sur K.
Nous nous inte´ressons ici aux corps finis. Donc K = Fq. Il suffit alors de trouver un point b
dans H(Fq) tel que I−1(b) soit K-irre´ductible. Cela signifie que les points ge´ome´triques b dans
I−1(a) sont de´finis sur L = Fqd et sur aucune sous-extension.
On illustre ces ge´ne´ralite´s en revenant aux the´ories de Kummer et Artin-Schreier que l’on
revoit ici dans le cadre plus ge´ome´trique que nous venons d’esquisser.
Pour la the´orie de Kummer, le groupe alge´brique sous-jacent est le groupe multiplicatif Gm.
L’isoge´nie I est la multiplication par d :
I = [d] : Gm → Gm.
Le groupe Gm est vu comme sous-varie´te´ de la droite affine Gm ⊂ A1. Un point P de Gm
est de´fini par une seule coordonne´e z. En fait Gm est de´fini par l’ine´galite´ z 6= 0.
L’origine 0G a pour coordonne´e z(0G) = 1. La loi de groupe alge´brique est donne´e par
z(P1⊕GmP2) = z(P1)× z(P2).
On a ici H = G = Gm et l’isoge´nie I est de´crite en termes des coordonne´es z par
z(I(P )) = z(P )d.
Les points du noyau de I ont pour z-coordonne´es les racines d-ie`mes de l’unite´.
L’image re´ciproque par I d’un point P de G est forme´e de d points ge´ome´triques dont les
z-coordonne´es sont les d racines d-ie`mes de z(P ).
La translation par un e´le´ment t du noyau de I
P 7→ P⊕Gmt
s’exprime en terme de z-coordonne´es par
z(P⊕Gmt) = z(P )× ζ
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ou` ζ = z(t) est la racine d-ie`me de l’unite´ associe´e par z au point de d-torsion t.
Pour la the´orie d’Artin-Schreier, le groupe alge´brique sous-jacent est le groupe additif Ga
sur un corps de caracte´ristique p.
Le groupe Ga est identifie´ a` la droite affine A1. Un point P de Ga est de´fini par une seule
coordonne´e z.
L’origine 0G a pour coordonne´e z(0G) = 0. La loi de groupe alge´brique est donne´e par
z(P1⊕GaP2) = z(P1) + z(P2).
L’isoge´nie I est l’aplication se´parable de degre´ p :
℘ : Ga → Ga
de´crite en termes des coordonne´es z par
z(℘(P )) = z(P )p − z(P ).
On a encore ici H = G.
Les points du noyau de ℘ ont pour z-coordonne´es les e´le´ments du corps premier Fp.
L’image re´ciproque par I d’un point P de G est forme´ de p points ge´ome´triques dont les
z-coordonne´es sont les p racines de l’e´quation Xp −X = z(P ).
La translation par un e´le´ment t du noyau de I
P 7→ P⊕Gat
s’exprime en terme de z-coordonne´es par
z(P⊕Gat) = z(P ) + c
ou` c = z(t) ∈ Fp.
7 Un exemple diffe´rent
On veut appliquer les ge´ne´ralite´s de la section pre´ce´dente a` divers groupes alge´briques com-
mutatifs. On devine que chaque groupe alge´brique apportera sa petite contribution a` notre proble`me.
Cependant, comme on cherche des formules simples pour la translation, on imagine que ce sont
les groupes alge´briques les plus ordinaires qui seront les plus utiles.
On commence donc par les plus familiers des groupes alge´briques apre`s les groupes Gm et
Ga : il s’agit des tores de dimension 1.
Soit K un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2 et D un e´le´ment non-nul de K.
Soit P1 la droite projective et [U, V ] des coordonne´es projectives sur P1. On note
u = U
V
la coordonne´e affine associe´e.
Soit G l’ouvert de P1 d’ine´quation
U2 −DV 2 6= 0.
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On associe a` chaque point P de G sa u-coordonne´e e´ventuellement infinie mais distincte de√
D et −√D.
L’e´le´ment neutre de G est le point 0G de coordonne´es [1, 0] et de u-coordonne´e ∞.
La loi d’addition est de´finie par
u(P1⊕GP2) = u(P1)u(P2) +D
u(P1) + u(P2)
et
u(⊖GP1) = −u(P1).
On suppose de´sormais que K = Fq est un corps fini et que D ∈ Fq∗ n’est pas un carre´ dans
Fq.
Le groupe G(Fq) des points Fq-rationnels est de cardinal q+1 et les valeurs correspondantes
de u sont dans Fq ∪ {∞}.
L’endomorphisme de Frobenius
φ : G //G
[U, V ] // [U q, V q]
se confond avec l’isoge´nie multiplication par−q. En effet, soit P le point de coordonne´es projec-
tives [U, V ]. Les coordonne´es projectives de R = [q]P sont les coordonne´es dans la base (1,√D)
de
(U + V
√
D)q = U q −
√
DV q
car D n’est pas un carre´ dans Fq.
Donc R a pour coordonne´es [U q,−V q] et c’est bien l’inverse de φ(P ).
On se donne alors un entier d ≥ 2 et on demande que la d-torsion G[d] soit Fq-rationnelle. Il
faut que d divise q + 1. On pose q + 1 = md.
On conside`re l’isoge´nie I multiplication par d :
I = [d] : G→ G
dont le noyau G[d] est cyclique d’ordre d et de´compose´ sur K = Fq.
Le quotient G(Fq)/I(G(Fq)) = G(Fq)/G(Fq)d est cyclique de cardinal d.
Soit alors r un ge´ne´rateur de G(Fq) et soit s un ante´ce´dent de r par I . On note u(s) la
u-coordonne´e de s et on pose L = K(u(s)). C’est une extension de degre´ d de K.
Le groupe de Galois de L/K est isomorphe a` G[d] : pour tout a ∈ Gal(L/K), la diffe´rence
a(s)⊖G s est dans G[d] et l’accouplement
(a, r) 7→ a(s)⊖G s
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de´finit un isomorphisme de Gal(L/K) vers Hom(G(K)/(G(K))d,G[n]).
Ici Gal(L/K) est cyclique d’ordre d et engendre´ par le Frobenius φ. L’accouplement (φ, r)
vaut φ(s)⊖G s.
Ici attention, on se souvient que φ(s) = [−q]s dans G donc
(φ, r) = [−q − 1]s = [−m]r. (3)
On a donc une description exacte de l’action de Galois sur I−1(r). Elle est donne´e par une
translation du type P 7→ P⊕Gt avec t ∈ G[d]. Si la coordonne´e affine de t est τ et si celle de P
est u alors l’action de la translation sur la coordonne´e u est donne´e par
u 7→ τu+D
u+ τ
qui est tre`s agre´able car c’est une homographie.
On forme le polynoˆme
A(X) =
∏
s∈I−1(r)
(X − u(s))
annulateur des u-coordonne´es des ante´ce´dents de r par I .
C’est un polynoˆme de degre´ d a` coefficients dans K = Fq. Il est irre´ductible dans Fq[X ] car
r est un ge´ne´rateur de G(Fq). Donc on construit L comme K[X ]/A(X).
Les formules d’exponentiation dans G permettent de donner explicitement le polynoˆme
A(X).
On a
(U +
√
DV )d =
∑
0≤2k≤d
(
d
2k
)
Ud−2kV 2kDk +
√
D
∑
1≤2k+1≤d
(
d
2k + 1
)
Ud−2k−1V 2k+1Dk.
Donc
u([k]P ) =
∑
0≤2k≤d u(P )
d−2k
(
d
2k
)
Dk
∑
1≤2k+1≤d u(P )
d−2k−1
(
d
2k + 1
)
Dk
.
Ainsi
A(X) =
∑
0≤2k≤d
Xd−2k
(
d
2k
)
Dk − u(r)
∑
1≤2k+1≤d
Xd−2k−1
(
d
2k + 1
)
Dk.
On pose x = X mod A(X). Puisque tout e´le´ment du groupe de Galois transforme x en une
fraction rationnelle de degre´ 1 en x il est naturel de de´finir pour tout entier k tel que k ≥ 0 et
k < d le sous-ensemble
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Pk = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akxk
b0 + b1x+ b2x2 + · · ·+ bkxk |(a0, a1, . . . , ak, b0, b1, . . . , bk) ∈ K
2k+2}.
On a
K = P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Pd−1 = L
et les Pk sont invariants par action de Galois.
En outre il est clair que
Pk × Pl ⊂ Pk+l
si k + l ≤ d− 1.
Donc on a encore un drapeau de sous-ensembles stables par l’action de Galois mais ces
ensembles ne sont pas line´aires.
Si on de´finit le “degre´” d’un e´le´ment de L comme le plus petit k tel que Pk contient cet
e´le´ment, alors le degre´ est une fonction invariante par l’action de Galois et sous-additive :
deg(ab) ≤ deg(a) + deg(b).
On voit en outre que le degre´ est compris entre 0 et ⌈d−2
2
⌉. C’est donc une fonction un peu
moins fine que dans le cas de Kummer ou d’Artin-Schreier (elle prend deux fois moins de va-
leurs.)
Exemple : on choisit p = q = 13 et d = 7 donc le cofacteur est m = 2. On pose D = 2 et
on ve´rifie que D n’est pas un carre´ dans F13. On cherche r = U +
√
2V tel que U2 − 2V 2 = 1
et r soit d’ordre p + 1 = 14 dans F13(
√
2)∗. Par exemple U = 3 et V = 2 conviennent. La
coordonne´e u de 3 + 2
√
2 est u(r) = 3
2
= 8. On est alors en mesure d’e´crire le polynoˆme
A(X) = X7 + 3X5 + 10X3 + 4X − 8(7X6 + 5X4 + 6X2 + 8).
En outre la formule 3 pre´dit l’action du Frobenius. On pose t = [−m]r = [−2]r donc
u(t) = 4 et le Frobenius ope`re comme la translation par t :
Xp =
4X + 2
X + 4
mod A(X).
On a donc re´alise´ un petit progre`s : de´sormais on sait traiter les extensions de Fq dont le
degre´ d divise q+ 1. Malheureusement cette condition est aussi restrictive que celle impose´e par
la the´orie de Kummer. Que faire si le degre´ d ne divise ni q + 1 ni q − 1 ?
Il faut diversifier les groupes alge´briques. Les courbes elliptiques offrent une alternative na-
turelle.
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8 Corps re´siduels sur les courbes elliptiques
On revient a` la de´marche de la section 6 en prenant pour groupe alge´brique G une courbe
elliptique.
On conside`re un corps fini K = Fq dont on veut construire une extension de degre´ d avec d
premier a` la caracte´ristique p de Fq.
Soit donc G = E une courbe elliptique ordinaire sur Fq et soit i un ide´al inversible de
l’anneau d’endomorphismesEnd(E). On suppose que i divise φ−1 et que End(E)/i est cyclique
d’ordre d. Donc E(Fq) contient un sous-groupe T = Ker i cyclique d’ordre d.
Soit I : E → F l’isoge´nie cyclique de degre´ d et de noyau T . Le quotient F (Fq)/I(E(Fq))
est isomorphe a` T .
Soit donc a dans F (Fq) tel que a mod I(E(Fq)) engendre ce quotient.
La fibre I−1(a) est un diviseur irre´ductible. Cela signifie que les d points ge´ome´triques au
dessus de a sont de´finis sur l’extension L de degre´ d de K et qu’ils sont conjugue´s entre eux par
l’action de Galois. On note B = I−1(a) le diviseur premier correspondant.
Ainsi L est l’extension re´siduelle de E en B. Pour repre´senter un e´le´ment de L on se donne
une fonction f sur E dont les poˆles e´vitent B et on conside`re l’e´le´ment f mod B ∈ L appele´
re´sidu de f en B. Soient X , Y , Z des coordonne´es projectives sur E.
Pour tout entier k ≥ 0 on note Fk l’ensemble des Fq-fonctions sur E sans poˆle en B et de
degre´ ≤ k.
On note Pk l’ensemble des e´le´ments de L correspondant
Pk = {f mod B|f ∈ Fk}.
On a clairement (Riemann-Roch)
K = P0 = P1 ⊂ P2 ⊂ · · · ⊂ Pd = L
et
Pk × Pl ⊂ Pk+l.
En outre il est clair queFk est invariant par T . DoncPk est invariant par l’action deGal(L/K).
Pour tester si un e´le´ment z de L est dans Pk on cherche une fonction f dans Fk telle que
f = z (mod B). C’est un proble`me d’interpolation a` peine plus difficile que dans les deux cas
pre´ce´dents (polynoˆmes pour Kummer et fractions rationnelles pour le tore). Il suffit de chercher
f sous la forme N
D
ou` N et D sont des formes homoge`nes de degre´ ⌈k/3⌉ + 1. C’est encore un
proble`me d’alge`bre line´aire.
On peut prendre pour base de friabilite´ l’ensemble des e´le´ments f mod B de Pκ avec κ la
borne de friabilite´ choisie.
Pour factoriser un e´le´ment z = f mod B de L on de´compose le diviseur de f en somme de
diviseurs premiers et on espe`re que tous ces diviseurs ont un degre´ ≤ κ.
On regarde maintenant quelles sont les conditions pour qu’existe une courbe elliptique avec
toutes les proprie´te´s que nous avons requises.
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On veut une courbe elliptique sur Fq de cardinal divisible par d. Donc q ne peut pas eˆtre trop
petit. On doit avoir au moins
q + 2
√
q + 1 > d.
Pour simplifier on suppose que d est impair et admet un multiple D sans facteur carre´ tel que
D 6≡ 1 mod p et
q + 1− 2√q < D < q + 1 + 2√q.
Il existe alors une courbe elliptique ordinaire E sur Fq de cardinal D et de trace q + 1−D.
L’anneau Z[φ] est inte´gralement clos localement en chaque premier impair divisant D, donc
aussi End(E).
L’ide´al (φ − 1) de End(E) admet un unique facteur i de degre´ d. Le quotient End(E)/i est
cyclique et i est inversible dans End(E).
La the´orie de la multiplication complexe (ou une simple recherche exhaustive) permet de
construire la courbe E une fois choisi φ.
Exemple : on choisit p = q = 11 et d = D = 7 donc t = 5 et φ2 − 5φ + 11 = 0. Le
discriminant de Z[φ] est −19 donc End(E) = Z[φ]. En particulier i = (φ − 1) est inversible et
son noyau T est le groupe des points rationnels.
On conside`re l’isoge´nie I : E → F de degre´ 7 obtenue en quotientant E par le groupe des
points rationnels.
Pour tout a ∈ F (F11) non nul on sait que B = I−1(a) est irre´ductible.
On trouve une e´quation de E :
y2 + xy = x3 + 2x+ 8.
9 Les cribles en dimension deux
Il existe une famille d’algorithmes pour la factorisation et le logarithme discret, appele´s crible
alge´brique, crible du corps des fonctions, etc., qui reposent sur des calculs d’intersection sur une
surface (e´ventuellement arithme´tique). Le principe de ces algorithmes est donne´ en un seul dessin
sur la couverture de [5].
Nous illustrons ces ide´es dans un cadre un peu ge´ne´ral afin de pre´parer l’exposition de notre
construction dans la section 10.
Au fil de notre exposition, nous illustrons ce cadre ge´ne´ral a` travers l’un de ces algorithmes,
duˆ a` Joux et Lercier [2].
Soit Fp le corps a` p e´le´ments avec p premier.
On se donne une surface alge´brique projective lisse irre´ductible S sur Fp. Soient A et B deux
courbes sur S. Soit I une sous-varie´te´ irre´ductible de l’intersection A∩B. On suppose que A et
B sont transverses en I et on note d le degre´ de I. Le corps re´siduel de I est donc Fp(I) = Fq
avec q = pd.
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Soit alors un pinceau (line´aire ou du moins alge´brique connexe) de diviseurs (Dλ)λ∈Λ sur S.
Ici Λ est l’espace des parame`tres.
On fixe un entier κ et on recherche (a` taˆtons) des diviseurs Dλ tels que les deux diviseurs
d’intersectionD∩A et D∩B soient disjoints de I et κ-friables (autrement dit, ils se de´composent
en somme de diviseurs de degre´ ≤ κ.)
On conside`re la relation d’e´quivalence ≡I sur les diviseurs de S, de´finie par D ≡I 0 si et
seulement si D est le diviseur d’une fonction f constante modulo I. Les classes d’e´quivalence
pour cette relation sont parame´tre´es par les points d’un groupe alge´brique Pic(S, I), extension
de Pic(S) par un tore TI de dimension d− 1.
On de´finit de meˆme les groupes alge´briques Pic(A, I) et Pic(B, I) qui sont des jacobiennes
ge´ne´ralise´es de A et B respectivement.
On a des morphismes Pic(S, I)→ Pic(A, I) et Pic(S, I)→ Pic(B, I) qui induisent l’iden-
tite´ sur le tore TI .
Soit N un entier qui annule les trois groupes Pic(S)(Fp), Pic(A)(Fp), et Pic(B)(Fp).
Soient λ et µ deux parame`tres dans Λ tels que Dλ ∩ A, Dµ ∩ A, Dλ ∩ B, et Dµ ∩ B soient
friables. On suppose aussi que Dλ et Dµ sont disjoints de I.
On e´crit Dλ ∩ A =
∑
Ai, Dµ ∩ A =
∑
Bj , Dλ ∩ B =
∑
Ck, Dµ ∩ B =
∑
Dl comme
sommes de diviseurs sur A ou B de degre´s ≤ κ.
Le diviseur Dλ − Dµ est alge´briquement e´quivalent a` ze´ro et le diviseur N(Dλ − Dµ) est
principal.
Soit f une fonction sur S de diviseur N(Dλ −Dµ).
On choisit un diviseur X sur A de degre´ 1 et un diviseur Y sur B de degre´ 1.
Pour tout i soit αi une fonction sur A de diviseur N(Ai − deg(Ai)X).
Pour tout j soit βj une fonction sur A de diviseur N(Bj − deg(Bj)X).
Pour tout k soit γk une fonction sur B de diviseur N(Ck − deg(Ck)Y ).
Pour tout l soit δl une fonction sur B de diviseur N(Dl − deg(Dl)Y ).
On a
∏
i αi∏
j βj
=
∏
k γk∏
l δl
mod I
ce qui produit une relation dans le groupe de TI(Fp) = Fq∗/Fp∗.
Par exemple Lercier et Joux conside`rent S = P1 × P1. Pour e´viter toute confusion on note
C1 = P1 le premier facteur et C2 = P1 le second facteur. Soit O1 un point rationnel sur C1 et
soit U1 = C1 − O1. Soit x une coordonne´e affine sur U1 ∼ A1. Soit de meˆme O2, U2 et y une
coordonne´e affine sur U2.
Joux et Lercier choisissent pour A l’adhe´rence de Zariski dans S de la courbe de U1 × U2
d’e´quation y = f(x) ou` f est un polynoˆme de degre´ df dans Fp[x]. Pour B ils choisissent
l’adhe´rence de Zariski dans S de la courbe de U1×U2 d’e´quation x = g(y) ou` g est un polynoˆme
de degre´ dg dans Fp[y].
Le groupe de Ne´ron-Severi de S est isomorphe a` Z× Z. La classe d’e´quivalence alge´brique
d’un diviseur D est donne´e par son bidegre´ (dx(D), dy(D)) avec dx(D) = D.(C1 × O2) et
dy(D) = D.(O1 × C2). Et la forme d’intersection est donne´e par
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D.E = dx(E)dy(D) + dx(D)dy(E).
Le bidegre´ de A est (df , 1) et celui de B est (1, dg). Ainsi A.B = 1 + dfdg et l’intersection
de A et B est forme´e du point O1 × O2 et des dfdg points de la forme (α, f(α)) ou` α est l’une
des dfdg racines de g(f(x))− x.
Soit alors h(x) un facteur irre´ductible simple de ce dernier polynoˆme et soit d son degre´.
On note I la varie´te´ de dimension 0 et de degre´ d correspondante. Le corps re´siduel Fp(I)
est un corps fini a` q e´le´ments avec q = pd.
Reste a` construire un pinceau de diviseurs (Dλ)λ∈Λ sur S. Il est naturel de conside´rer l’en-
semble Λ des polynoˆmes dans Fp[x, y] de bidegre´ (ux, uy) bien choisi. Le diviseur Dλ corres-
pondant au polynoˆme λ est la cloˆture de Zariski du lieu des ze´ros de λ. Il a pour bidegre´ (ux, uy)
lui aussi.
On fixe un entier κ et on recherche (a` taˆtons) des diviseurs Dλ tels que les deux diviseurs
d’intersection Dλ ∩ A et Dλ ∩ B soient disjoints de I et κ-friables.
Par exemple, si λ(x, y) est un polynoˆme en x et y, l’intersection de Dλ et de A est de degre´
dfuy + ux. Sa partie affine est de´crite par les racines du polynoˆme λ(x, f(x)) = 0.
L’intersection de Dλ et de B est de degre´ uy+uxdg. Sa partie affine est de´crite par les racines
du polynoˆme λ(g(y), y)) = 0.
Il convient alors d’ajuster ux et uy en fonction de p et d.
10 Corps re´siduels sur des carre´s elliptiques
Dans cette section on cherche a` concilier la construction ge´ne´rique de la section 9 et les ide´es
de la section 8.
On demande que les automorphismes de Fp(I) soient induits par des automorphismes de la
surface S.
Soit donc E une courbe elliptique ordinaire sur Fp et soit i un ide´al inversible de l’anneau
d’endomorphismes End(E). On suppose que i divise φ−1 et que End(E)/i est cyclique d’ordre
d. Donc E(Fq) contient un sous-groupe T = Ker i cyclique d’ordre d. Soit I : E → F l’isoge´nie
quotient par Ker i et soit J : F → E telle que φ− 1 = J ◦ I .
On choisit pour surface S le produit E × E et pour e´viter toute confusion on note E1 le
premier facteur et E2 le deuxie`me facteur. On note O1 l’origine de E1 et O2 l’origine de E2.
Le groupe de Ne´ron-Severi est Z × Z × End(E). La classe (d1, d2, ξ) d’un diviseur D est
forme´e du bidegre´ et de l’isoge´nie induite par D. Plus pre´cise´ment d1 est le degre´ d’intersection
de D et E1 × O2 et d2 est le degre´ de O1 ×E2 et ξ : E1 → E2.
Soient α et β deux endomorphismes de E et soient a et b deux points Fp-rationnels sur E.
Soit A l’image re´ciproque de a par l’application de E × E dans E qui a` (P,Q) associe
α(P )−Q.
Soit B l’image re´ciproque de b par l’application de E × E dans E qui a` (P,Q) associe
P − β(Q).
On suppose que 1− βα = φ− 1. L’intersection de A et de B est forme´e des couples (P,Q)
tels que (φ− 1)(P ) = b+ β(a) et Q = α(P )− a.
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On a choisi a et b de telle sorte qu’il existe un point c dans F (Fp) tel que J(c) = b+β(a) et c
engendre F (Fp)/I(E(Fp)). L’intersection deA etB contient alors une composante I irre´ductible
de degre´ d.
Soit maintenant D un diviseur sur S et (d1, d2, ξ) sa classe dans le groupe de Ne´ron-Severi.
La classe de A est (αα¯, 1, α) et celle de B est (1, ββ¯, β¯).
Le degre´ d’intersection de D et A est donc
D.A = dx + dyαα¯− ξα¯− ξ¯α (4)
et de meˆme
D.B = dxββ¯ + dy − ξβ¯ − ξ¯β. (5)
On s’inte´resse particulie`rement au cas ou` les normes de α et β sont de tailles comparables
(soit la racine carre´e de la norme de φ− 2).
On obtient alors des performances comparables a` celles de la section 9 mais avec un avan-
tage : les bases de friabilite´s sur A et sur B sont invariantes par action de Galois.
Soit en effet f une fonction de degre´ ≤ κ sur A. Un point de A est un couple (P,Q) tel que
Q = α(P )− a. On l’identifie donc a` sa coordonne´e P et on voit f comme une fonction sur E1.
Supposons en outre que (P,Q) est dans I. Alors f(P,Q) = f(P ) est un e´le´ment de la base de
friabilite´ sur A. On observe alors que f(P )p = f(φ(P )) = f(P + t) ou` t est un e´le´ment du
noyau T de i. Donc f(P )p est la valeur en P de f ◦ τt avec τt : E1 → E1 la translation par t.
Comme f ◦ τt est une fonction de meˆme degre´ que f , sa valeur en P est encore un e´le´ment de la
base de friabilite´.
On peut ainsi diviser par d la taille de la base de friabilite´ sur A et aussi sur B.
On choisit de petites valeurs de (dx, dy, ξ) en pre´fe´rant celles qui minimisent les expressions
4 et 5. On demande que dx ≥ 1, dy ≥ 1 et
dxdy ≥ ξξ¯ + 1. (6)
On a donc une classe d’e´quivalence alge´brique c = (dx, dy, ξ).
Et on cherche les diviseurs effectifs de cette classe.
On a un point O1 sur E1 et un point O2 sur E2.
Le graphe G = {(P,Q)|Q = −ξ(P )} de −ξ : E1 → E2 est un diviseur de la classe
(ξξ¯, 1,−ξ) donc H = −G + (dx + ξξ¯)O1 × E2 + (dy + 1)E1 × O2 est dans c.
On calcule l’espace line´aire L(−G + (dx + ξξ¯)O1 × E2 + (dy + 1)E1 × O2) en utilisant la
suite de restriction
0→ LS(−G+(dx+ξξ¯)O1×E2+(dy+1)E1×O2)→ LE1((dx+ξξ¯)O1)⊗LE2((dy+1)O2)→ LG(∆)
ou` ∆ est le diviseur sur G donne´ par l’intersection avec
(dx + ξξ¯)O1 ×E2 + (dy + 1)E1 × O2.
Ce diviseur est de degre´ dx + ξξ¯ + (dy + 1)ξξ¯ donc la dimension du terme de droite dans la
suite ci-dessus est e´gale a` ce nombre.
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D’autre part, le terme du milieu est de dimension (dx + ξξ¯)(dy + 1) qui est strictement
supe´rieur a` la dimension du terme de droite (a` cause de l’ine´galite´ 6).
Donc l’espace line´aire de gauche est non nul et la classe est effective.
Ainsi, la condition nume´rique 6 est un crite`re suffisant d’effectivite´.
En pratique on calcule une base de LE1((dx + ξξ¯)O1) et une base de LE2((dy + 1)O2) et on
multiplie les deux bases (on prend tous les produits forme´s d’un e´le´ment de la premie`re base et
d’un e´le´ment de la deuxie`me).
On se´lectionne un nombre suffisant (plus de dx + ξξ¯ + (dy + 1)ξξ¯) de points (Ai)i sur G
et on e´value toutes les fonctions en ces points. Un calcul d’alge`bre line´aire donne une base de
l’ensemble des fonctions qui s’annulent en tous ces points, donc aussi le long de G.
Pour chaque fonction φ dans cet espace, le diviseur des ze´ros de φ contient G et la diffe´rence
(φ)0 − G est un diviseur effectif dans la classe d’e´quivalence line´aire de H.
On a donc construit une classe d’e´quivalence line´aire dans c. Pour construire les autres classes
d’e´quivalences line´aires de c on note que E × E est sa propre varie´te´ de Picard. Il suffit donc de
remplacer H dans le calcul pre´ce´dent par H+E1 ×Z2 −E1 ×O2 + Z1 ×E2 −O1 ×E2 ou` Z1
et Z2 parcourent E1(Fp) et E2(Fp) respectivement.
11 Ge´ne´ralisation et limites ?
La construction de la section 10 peut et doit eˆtre ge´ne´ralise´e.
Soit encore E une courbe elliptique ordinaire sur Fp et soit i un ide´al inversible de l’anneau
d’endomorphismes End(E). On suppose que i divise φ−1 et que End(E)/i est cyclique d’ordre
d. On note F le quotient de E par le noyau de i et I : E → F l’isoge´nie quotient.
L’entier d appartient a` l’ide´al i. Soient u et veux deux e´le´ments de i tels que d = u + v et
(u) = ia1b1 et (v) = ia2b2 ou` a1, b1, a2, b2 sont des ide´aux inversibles de End(E).
On en de´duit l’existence de deux courbes E1 et E2 et de quatre isoge´nies α1, β1, α2, β2, telles
que β1α1 + β2α2 = I . On repre´sente ci-dessous ces trois isoge´nies de E vers F
E1
β1
  A
AA
AA
AA
E
I //
α1
>>}}}}}}}
α2
  A
AA
AA
AA
F
E2
β2
>>}}}}}}}
On choisit S = E1 × E2. Pour A on choisit l’image de (α1, α2) : E → S. Pour B on choisit
l’image inverse de f par β1 + β2 : S → F ou` f est un ge´ne´rateur de F (Fp)/I(E(Fp)).
L’intersection de A et B est donc l’image par α1 × α2 de I−1(f) ⊂ E.
On choisit u et v de telle sorte que a1, b1, a2, et b2, aient des normes proches de la racine
carre´e de d.
Cette construction est utile lorsque la norme de i est beaucoup plus petite que celle de φ− 1.
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Nous avons donc re´ussi a` construire des bases invariantes de friabilite´ pour un grand nombre
de corps finis. Nos constructions vont au dela` des the´ories de Kummer et Artin-Schreier. Elles
sont efficaces si le degre´ d du corps est infe´rieur a` 4√q ou contenu dans l’intervalle ]q + 1 −
2
√
q, q + 1 + 2
√
q[.
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